Лабораторная работа №2

«Исследование полей заряженных объектов»

Цель работы: изучение методики расчета электростатических полей заряженных объектов (плоского конденсатора, заряженной сферы, двух концентрических сфер, двух коаксиальных цилиндров, двух параллельных тонких проводов, прямоугольного заземленного желоба, круглого заземленного цилиндра). Исследование характеристик полученных полей (потенциала, напряженности) в зависимости от свойств рассматриваемых объектов.

В отчете предоставить следующее:

- краткое теоретическое описание принципов расчета полей в исследуемых объектах с подробным описанием входящих величин;

- проведенные расчеты и графики.

       Перед выполнением работы студент должен освоить теоретический материал лекций и соответствующей литературы. 


      Лабораторные работы выполняются на компьютерах в среде моделирования MathCad.

Отчет должен иметь форму последовательных логических выкладок и рассуждений студента, завершающихся содержательными выводами по каждому проведенному исследованию. 

Оформление отчета осуществляется на лабораторном занятии, по завершении которого преподаватель делает вывод о выполнении работы студентом.

Защита лабораторной работы осуществляется только при наличии правильно оформленного отчета. Защита предполагает правильные ответы студента на поставленные преподавателем вопросы. 

По каждой лабораторной работе студент получает оценку, которая в значительной степени влияет на итоговую экзаменационную оценку.

1. Поле плоского конденсатора
Требуется рассчитать поле между двумя находящимися в однородной среде бесконечными параллельными пластинами А и В имеющими соответственно потенциалы:
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Расстояние между пластинами равно d.

Выберем расположение координатных осей так, как это показано на рисунке. 

[image: image5]
Рис.1.1
В рассматриваемой задаче поле зависит только от x, поэтому, сохраняя в уравнении Лапласа 
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только первое слагаемое, получим
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Решение этого уравнения будет иметь вид
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Произвольные постоянные определяются из граничных условий:



   при    
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В соответствии с этим имеем
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Таким образом 
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Потенциал изменяется линейно с изменением х. Это решение удовлетворяет условию Лапласа и граничным условиям. Поэтому оно и является единственным.

Напряженность поля определяется как градиент потенциала:
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Напряженность поля постоянна во всех точках поля и направлена в сторону, противоположную оси х (при 
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Учитывая, что у поверхности проводника 
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Имеем для пластины А и для пластины В
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Заряд на пластинах распределен равномерно.
Общий заряд на площадке величиной S равен
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В соответствии с  выражением 
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 для емкости плоского конденсатора с площадью S (не учитывая искажающего влияния краев) получим
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2. Поле заряженной сферы
Рассмотрим поле, созданное заряженной проводящей сферой радиуса а. Потенциал сферы будем считать равным 
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.Для этой задачи естественно использовать уравнение Лапласа в сферической системе координат.
Ввиду симметрии задачи потенциал функции является функцией только радиуса r. 

Сохраняя в выражении  
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(2.1)
только член, содержащий производные по r, получим :
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Откуда
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В качестве граничных условий, определяющих постоянные 

и 

, примем ,что 

При 

 функция 


При  
[image: image62.wmf]a

r

=

,  т.е. на данной сфере , 
 
 .
Отсюда получаем 
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Подставляя значения постоянных в найденное выражение, имеем
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Соответственно напряженность поля 
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Этот результат, естественно, должен совпадать с результатом расчета, полученным при помощи равенства Гаусса-Остроградского.

Действительно, на основании соотношения (1.9) получим
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Следовательно, весь заряд, находящийся на поверхности сферы, равен
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Для емкости сферы отсюда имеем 
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3. Поле двух концентрических сфер

Пусть две концентрические сферы, имеющие радиусы a и b (рис. 3.1), заряжены соответственно до потенциалов Ua и Ub=0.

Пространство между сферами заполнено однородной средой с диэлектрической проницаемостью ε. Для всех точек этой среды справедливо уравнение Лапласа, справедливо и его решение, найденное в предыдущем примере:
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[image: image81]
Отличие от предыдущего заключается лишь в значениях произвольных постоянных, которые надо выбирать в соответствии с граничными условиями задачи.

Так как при  r = a  потенциал U=Ua  и при  r = b  U=Ub=0, то 
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Подставляя найденные значения постоянных, получим
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(3.4)
Напряжённость поля
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Поверхностные плотности зарядов на внутренней и внешней сферах равны:
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Полные заряды qa  и  qb  на внутренней и внешней сферах равны по величине
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Отсюда для ёмкости сферического конденсатора находим
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4. Поле двух коаксиальных цилиндров

Пусть имеются два бесконечно длинных коаксиальных цилиндра с радиусами a и b (см. рис.), заряженных соответственно до потенциалов Ua  и  Ub=0. В этой задаче удобно пользоваться уравнением Лапласа в цилиндрической системе координат. Цилиндры находятся в однородной диэлектрической среде. Потенциал в данном случае не зависит от координаты 
[image: image95.wmf]j

 и от координаты z. Таким образом, уравнение Лапласа (см. лекции) перепишется в следующем виде:

                               
[image: image96.wmf]0

1

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

r

r

r

r

d

dU

d

d


 (4.1)
откуда 
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В этом случае остаётся лишь заново определить произвольные постоянные в соответствии с новыми граничными условиями, а именно: 
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Напряжённость поля
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(4.4)
Вектор E, стало быть, направлен по радиусу, если 
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Заряды, приходящиеся на единицу длины цилиндра:
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[image: image109.wmf]
       Соответственно для полной ёмкости двух коаксиальных цилиндров получим:
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5. Поле двух параллельных тонких проводов 
В данном примере мы ограничимся рассмотрением бесконечно тонких (линейных) проводов, имеющих конечные погонные плотности вещества, а именно τ и –τ.
В этом случае потенциал в любой точке  пространства найдется наложением потенциалов от первого и второго проводов с учетом их знаков. Согласно рис.5.1. и выражению для потенциала одиночного провода имеем
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(5.1)


Из полученного соотношения следует, что все точки, лежащие на кривой 
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, имеют один и тот же потенциал. Однако известно, что геометрическим местом точек с постоянным отношением расстояний до двух фиксированных точек является окружность. Таким образом, эквипотенциальные кривые в плоскости чертежа суть окружности. Силовые линии поля должны быть перпендикулярны к эквипотенциальным линиям и, стало быть, также представляют собой семейство окружностей.
Найдем уравнение эквипотенциальной окружности, соответствующей некоторому постоянному значению:
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Обозначая расстояние между проводами через 2
[image: image114.wmf]l

 и выбирая систему координат, как показано на рис.5.1, получим
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(5.3)

Возведя в квадрат обе части равенства (5.3) и произведя элементарные преобразования, будем иметь
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(5.4)

Прибавляя к левой и правой частям 
[image: image117.wmf](

)

2

2

2

1

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

k

k

l

, получим

                                          
[image: image118.wmf]2

2

2

2

2

2

1

2

1

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

-

k

kl

y

l

k

k

x


(5.5)
Это и есть уравнение окружности с центром в точке 
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и радиусом   
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Все точки найденной окружности имеют значение потенциала, равное
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6. Поле прямоугольного бесконечного желоба

В предыдущих примерах задача сводилась к решению уравнения Лапласа для потенциала, зависящего только от одной переменной. Теперь рассмотрим примеры и методы решения, когда потенциал зависит от нескольких переменных, т.е. в общем виде.

Уравнение Лапласа в прямоугольных координатах 
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(6.1)
Ищем частное решение этого уравнения 
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 в виде произведения трех функций 
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Подставляя 
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 в исходное уравнение, получим
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(6.2)
Левая часть уравнения последнего уравнения может обращаться в нуль в том и только в том случае, если каждое из слагаемых в отдельности есть величина постоянная.

Действительно, равенство (6.2)  имеет вид
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(6.3)
Откуда, дифференцируя, например по 
[image: image131.wmf]x
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Таким образом, уравнение (6.2) распадается на три обыкновенных дифференциальных уравнения вида:
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Где - 
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 постоянные величины, связанные между собой очевидным равенством: 
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(6.7)

Уравнения (6.4), (6.5), (6.6) могут быть переписаны следующим образом:
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Все они являются хорошо известными обыкновенными дифференциальными уравнениями второго порядка, решение которых может быть записано в виде:
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Заметим что в силу равенства(6.7),если 
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В этом случае решение для 
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 удобно представить не как тригонометрическую функцию мнимого аргумента [image: image151.wmf]z
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, а как гиперболическую функцию соответствующего вещественного аргумента.

Введя 
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 где 
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Таким образом, частные решения будут представляться в виде произведения тригонометрических и гиперболических синусов и косинусов.

При составлении частного решения мы можем выбрать постоянные интегрирования и два из параметров 
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 так, чтобы удовлетворить, хотя бы частично, граничным условиям задачи.

Рассмотрим пример. Пусть требуется найти поле бесконечно протяженного вдоль оси 
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заземленного желоба (рис.6.1), крышка которого изолирована от корпуса и имеет потенциал 
[image: image157.wmf]0

U

U

=

.


В соответствии с задачей потенциал не зависит от 
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, поэтому в решении системы: 
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функция 
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должна быть постоянной. Для этого, очевидно, необходимо, чтобы 
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 где согласно (6.7) имеем:
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Граничные условия для функции 
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следующие:
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Чтобы удовлетворить первому и третьему из этих условий, достаточно положить
[image: image167.wmf]
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, после чего частное решение примет вид
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Нам осталось удовлетворить второму и четвертому граничным условиям (6.14).

Очевидно, второе условие будет удовлетворено, если 
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Таким образом, мы можем придавать 
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В силу (6.7) выбор 
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В результате частное решение принимает вид:
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В решении (6.18), которое удовлетворяет первому, второму и третьему граничным условиям (6.14), возможен произвольный выбор целого числа 
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. Однако легко видеть, что каким бы это целое число ни выбирать, нам не удастся удовлетворить четвертому граничному условию.

Действительно, это условие требует, чтобы при 
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На рис.2 показаны необходимый закон изменения потенциала (сплошная линия прямоугольной формы) и то распределение потенциала, которое дается частным решением при различных значениях 
[image: image190.wmf]p

(пунктирные кривые). Однако из рис.2 видно, что можно взять сумму частных решений с различными 
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[image: image195.wmf]0

U

U

b

y

=

=

разложить в  ряд Фурье и, приравняв отдельные слагаемые ее правой части выражению (6.19), определить значение соответствующих «амплитуд» 
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Прямоугольного вида кривая (рис.6.2) при разложении в ряд Фурье дает:
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(6.20)
Отсюда вытекает, что для выполнения граничных условий на крышке желоба в равенстве (6.20) необходимо взять только нечетные значения 
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а амплитуды 
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или
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Подставляя найденное значение 
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 в частное решение (6.18)  и взяв сумму по всем нечетным 
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, получим в качестве решения нашей задачи функцию
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где учтено (6.21), и суммирование ведется по всем целым значениям 
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. В ряде случаев для приближенного расчета может оказаться достаточным вычислить всего два-три члена этой суммы.
7. Поле круглого заземленного цилидра.


Как было рассмотрено в §6, Прямоугольного вида кривая при разложении в ряд Фурье дает:
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(7.1)
Отсюда вытекает, что для выполнения граничных условий на крышке желоба в равенстве  необходимо взять только нечетные значения p:
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а амплитуды 

 выбрать таким образом, чтобы выполнялось равенство
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или
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Подставляя найденное значение 
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 в частное решение  и взяв сумму по всем нечетным , получим в качестве решения нашей задачи функцию
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где 
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, и суммирование ведется по всем целым значениям . В ряде случаев для приближенного расчета может оказаться достаточным вычислить всего два-три члена этой суммы.
Решение уравнения Лапласа в цилиндрической системе координат.
В цилиндрической системе координат 
[image: image225.wmf])
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 уравнение Лапласа записывается в следующем виде:
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(7.6)

Ищем частное решение этого уравнения 
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 в виде произведения трех функций 
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Подставляя (7.6) в исходное уравнение, получим
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или, разделив на 
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(7.9)

Это равенство может удовлетворяться лишь в том случае, когда величина 
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 не зависит от 
, а  φ  не зависит от z. В самом деле, если, например, последнее слагаемое в (7.9) зависит от z, то левая часть равенства не может обращаться в нуль для всех значений z, ибо остальные слагаемые при разных z остаются постоянными. Аналогичные рассуждения убеждают нас, что второе слагаемое в (7.9) не зависит от .
Таким образом, мы можем написать, что
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(7.10)
где k и m – произвольные постоянные числа.

Подставляя (7.10) в уравнение (7.9), получим дифференциальное уравнение для функции R:
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(7.11)
Уравнения (7.10) для Z и Φ суть обыкновенные дифференциальные уравнения второго порядка. Перепишем их в виде:
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(7.12)
Решение этих уравнений можно представить так:
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Рассмотрим теперь уравнение (7.11) для функции R.


Умножая все члены уравнения на R и выполняя дифференцирования, получим:
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(7.15)
Уравнение (7.15) является дифференциальным уравнением с переменными коэффициентами. Решение этого уравнения не выражается через известные элементарные функции, а приводит к специальным функциям – функциям Бесселя m-го порядка. Смысл последнего названия заключается в том, что для различных значений m решением уравнения будут являться различные функции, т.е. разные значения m определяют собой разные дифференциальные уравнения и, следовательно, различные по характеру решения. Что касается величины k, то, как легко видеть, эта величина при заданном значении m не меняет характера уравнения.


Разделив все члены уравнения (7.15) на 
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 и введя новую независимую переменную 
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, мы приведем (7.15) к виду:
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(7.16)
Это уравнение называется уравнением Бесселя.


Постоянная m, входящая в уравнение (7.16) и определяющая закон изменения поля вдоль радиуса, входит также в решение (7.14), которое устанавливает зависимость потенциала поля от угла  φ .


Из выражения (7.14) вытекает, что m не может быть только целым числом. 


Действительно, если предположить, что m есть число дробное, то
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В таком случае потенциал точки был бы многозначной функцией угла φ.

Заметим, наконец, что для случая, когда поле обладает осевой симметрией, т.е. не зависит от угла  φ , следует положить 
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и зависимость потенциала от радиуса будет определяться бесселевой функцией нулевого порядка.

Решение дифференциального уравнения Бесселя.


Для любого фиксированного m уравнение Бесселя является дифференциальным уравнением второго порядка.

Как всякое линейное дифференциальное уравнение, содержащее в качестве наивысшей производной вторую производную, это уравнение имеет два независимых частных решения.

Первое частное решение уравнения Бесселя называют функцией Бесселя m-го порядка или цилиндрической функцией первого рода. Эта функция обозначается 

.

Второе частное решение называют цилиндрической функцией m-го порядка второго рода или функцией Неймана. Ее обозначают 

.Общее решение уравнения Бесселя имеет вид:

                                                         
[image: image261.wmf])

(

)

(

2

1

x

N

C

x

J

C

R

m

m

+

=


(7.17)
где 

 и 
[image: image264.wmf]2
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 - произвольные постоянные, определяемые из граничных условий.
Функции  Бесселя и Неймана имеют многочисленные применения в технике и в частности в радиотехнике. Эти функции табулированы и для них имеются соответствующие графики.
Приведем выражение для бесселевой функции целого порядка m в виде степенного ряда:
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(7.18)
где факториал нуля принят равным единице.
[image: image266.png]Beszel funcions





рис 7.1. Функции Бесселя первого рода. 


Функции Неймана любого нецелого порядка могут быть представлены через функции Бесселя так:
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[image: image268.png]Beszel funcions of 2 type





рис 7.2. Функции Бесселя второго рода. 

Пример решения уравнения Лапласа в цилиндрической системе координат.

В виде примера, иллюстрирующего применение результатов, полученных в предыдущих параграфах, рассмотрим следующую задачу.


Требуется найти распределение потенциала в круглом заземленном цилиндре, если верхняя крышка цилиндра изолирована и имеет потенциал 
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рис 7.3. Круглый заземленный цилиндр
Решая уравнение Лапласа в цилиндрической системе координат, мы приходим к следующим частным решениям для функций Z, Φ и R:
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где 
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Вследствие симметрии задачи потенциал не зависит от угла 
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и индекс m следует положить равным нулю. Тогда для частного решения
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Так как потенциал должен иметь конечное значение во всех точках области и в том числе на оси
[image: image282.wmf](
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, а функция Неймана не остается конечной при нулевом значении аргумента, то полагаем 

.


Кроме того, в соответствии с обозначениями, приведенными на рисунке, мы имеем следующие граничные условия:
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Удовлетворяя первому граничному условию, приравняем 
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 нулю. Теперь решение (7.20) имеет вид
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Для того чтобы удовлетворить второму условию, необходимо, чтобы 
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 обращалось в нуль. Отсюда следует, что 
 должен быть равен одному из корней бесселевой функции нулевого порядка, обозначая
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где 

 есть p-й корень функции 
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Частное решение, однако, как легко видеть, не удовлетворяет третьему граничному условию 
Особенности выполнения лабораторной работы
В работе необходимо изучить методику расчета электростатических полей разных объектов (начиная от более простых – конденсатор, сфера, и заканчивая более сложными – заземленного желоба и круглого заземленного цилиндра). Программа лабораторной работы разбита на блоки в соответствии с расчетами каждого объекта. Чтобы открыть блок расчета необходимо нажать на него левой клавишей мышки, после завершения исследований блок можно закрыть таким же образом. 
Числовые значения полей, помеченных зеленым цветом, рекомендуется изменять при исследовании электростатического поля объектов.

Ход работы

1.Исследование поля плоского конденсатора.
   - ознакомиться с методикой расчета поля в конденсаторе;
   - получить графики зависимости потенциала от расстояния между пластинами;
   - получить картину электрического поля в конденсаторе и его модуля для разных значений расстояния между пластинами.

2. Исследование поля заряженной сферы.

  - ознакомиться с методикой расчета поля;

  - получить графики зависимости потенциала от расстояния от центра сферы;
  - получить картину поля и его модуля в зависимости от расстояния от центра сферы.

3. Исследование поля двух концентрических сфер (сферический конденсатор).

  - ознакомиться с методикой расчета поля;

  - построить графики зависимости потенциала от расстояния между сферами;

  - получить картину поля и его модуля в зависимости от расстояния между сферами;

4. Исследование поля двух коаксиальных цилиндров.
  - ознакомиться с методикой расчета поля;

  - построить графики зависимости потенциала от расстояния между цилиндрами;

  - получить картину поля и его модуля в зависимости от расстояния между цилиндрами;

5. Исследование поля двух параллельных тонких провода.

  - ознакомиться с методикой расчета поля;

  - построить графики зависимости потенциала от расстояния между проводами;

  - исследовать линии напряженности поля и его модуля;

6. Исследование поля прямоугольного заземленного желоба.

  - внимательно ознакомиться с методикой расчета поля заземленного желоба;

  - исследовать зависимость потенциала поля от потенциала верхней крышки желоба и его размеров. Как влияет количество частных решений на качество решения задачи?

  - получить картину линий напряженности электрического поля.
7. Исследование поля круглого заземленного цилиндра.

  - внимательно ознакомиться с методикой расчета поля круглого заземленного цилиндра;

  - исследовать зависимость потенциала поля от потенциала верхней крышки цилиндра и его размеров. Как влияет количество частных решений на качество решения задачи?

  - получить картину линий напряженности электрического поля.

8. Сделать выводы о проделанной работе.
9. Подготовить ответы на вопросы.

А) Какое основное уравнение применялось в лабораторной работе для расчета полей объектов?

Б) В чем особенность расчета электростатических полей в декартовых, цилиндрических и сферических координатах?

В) В каких системах координат рассчитывались электрические поля заданных объектов?

Г) Расскажите о функциях Бесселя и Неймана. Для решения каких задач лабораторной работы применялись эти функции.

Д) Как зависит потенциал поля от ширины пластиты конденсатора и расстояния между пластинами?

Е) Что такое граничные условия и каким образом они используются в данной работе? 
Рис.5.1. К расчету поля двух параллельных бесконечно тонких  проводов





Рис.6.1.   Прямоугольный бесконечный желоб





Рис.6.2.   К расчету поля прямоугольного желоба
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Рис. 3.1 к расчету поля двух концентрических сфер





Рис. 4.1. К расчету поля двух коаксиальных цилиндров.
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