Практическое занятие 4
Примеры решений уравнений Лапласа

в различных системах координат

В декартовой, цилиндрической и сферической системах координат эти уравнения соответственно имеют вид:
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Расчет поля и емкости плоского конденсатора
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Рис. П.4.1. Плоский конденсатор

Пусть потенциалы пластин, расположенных на расстоянии d друг от друга, рис.1, равны:

U1=U0 , U2=0
(П.4.4)
Поле Е изменяется здесь лишь в одном направлении z.
Пластины конденсатора считаем достаточно широкими и  искривлениями поля на концах пластин пренебрегаем. Требуемые расчеты поля плоского конденсатора и других, рассмотренных ниже систем проводящих тел, можно выполнить, используя равенство Гаусса-Остроградского (см. практическое занятие 1). Однако более универсальным средством таких расчетов является применение уравнений Пуассона или Лапласа. Непосредственно уравнение Пуассона в этом случае применить трудно, т.к. поле создается зарядами противоположных знаков с суммарным зарядом, равным нулю. Поэтому здесь целесообразно применить уравнение Лапласа для области между пластинами, где отсутствует заряд, но при этом заряженность пластин учесть в виде граничных условий для потенциала. Заметим, что уравнение Пуассона превращается в уравнение Лапласа, если в правой части первого положить значение плотности заряда, равным нулю. 
Уравнение Лапласа в этом случае запишется так:
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(П.4.5)
Очевидно, что решение этого уравнения будет иметь такой вид:
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(П.4.6)
Дважды дифференцируя эту функцию, находим, что она удовлетворяет уравнению (П.4.5).

Произвольные постоянные С1 и С2 находим в результате учета граничных условий (П.4.4).

Так, при z=0, U=0, а при z=d, U=U0. Подставляя эти условия в (П.4.6) получим для z=0
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а для z=d,
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т.е. 
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Таким образом
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(П.4.7)
Решение этого уравнения Лапласа является единственным, т.к. оно удовлетворяет этому уравнению (проверяется подстановкой) и соответствует граничным условиям (П.4.4).

Поле
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(П.4.8)
Емкость системы двух проводящих тел определяется формулой
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Для одиночного проводника
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Ранее было показано, что непосредственно у поверхности проводника поле имеет лишь нормальную компоненту и равно:
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Тогда
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Учитывая направление поля, приходим к выводу, что на пластинах 1 и 2 заряды соответственно равны
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(П.4.12)
Заряд каждой из пластин
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а емкость конденсатора
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(П.4.13)
Расчет поля заряженной сферы
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Рис. П.4.2. Заряженная сфера

Задача обладает сферичной симметрией, т.е. изменения поля по координатам θ и φ отсутствуют. Поле зависит лишь от расстояний до начала координат, находящегося в центре сферы, радиуса a.
В этом случае отличной от нуля является лишь радиальная составляющая уравнения Лапласа
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(П.4.14)
Очевидно, что
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Тогда
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Будем считать, что потенциал на поверхности сферы 
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. Эти значения потенциалов примем в качестве граничных условий, т.е.


[image: image28.wmf]1

2

-0

=¥

=+=

r

C

UC

r

,  
[image: image29.wmf]1

20

-

=+=

C

UCU

a

.

Эти соотношения дают
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Напряженность поля
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(П.4.15)
где 
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Действительно,
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(П.4.16)
Найдем теперь емкость сферы.
Так как поле у поверхности в соответствии с теоремой Остроградского-Гаусса
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(П.4.17)
(см. практическое занятие № 3), то
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Полный заряд на поверхности сферы
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(П.4.18)
Емкость сферы
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(П.4.19)
Емкость сферы можно также найти следующим образом.
В соответствии с равенством Остроградского-Гаусса
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и формулой (П.4.16)
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Отсюда находим (П.4.19)
Сферический конденсатор
Пусть внутренняя сфера имеет потенциал 
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Рис. П.4.3. Сферический конденсатор
На рис. П.4.3. показано сечение сферы. Внутренняя сфера имеет радиус а, внешняя b. 

Так поле имеет сферическую симметрию, то уравнение Лапласа и его общее решение остаются такими же. Т.е.
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(П.4.20)
Однако, постоянные С1 и С2 здесь будут другими. На поверхности внутренней сферы при r=a, U=Ua. Потенциал внешней сферы будем считать равным нулю, т.е. 
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В результате имеем такую систему уравнений
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(П.4.21)
Решая эту систему, находим
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Подставим значения С1 и С2 в (П.4.20). Тогда получим
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Напряженность электрического поля
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Связь поля с поверхностной плотностью заряда устанавливается соотношением. Это следует из локальных граничных условий.
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Тогда поверхностные плотности зарядов на внутренней и внешней сферах будут соответственно равны:
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(П.4.22)
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Полные заряды
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Емкость сферического конденсатора
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(П.4.23)
Расчет поля двух коаксиальных
цилиндров бесконечной длины
Полагаем, что пространство между двумя коаксиальными цилиндрами заполнено однородной диэлектрической средой, рис. Внешний цилиндр радиуса b имеет потенциал равный нулю, внутренний цилиндр радиуса a заряжен до потенциала Ua. Поле имеет радиальную симметрию. Оператор Лапласа целесообразно записать в цилиндрической системе координат. 
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Рис. П.4.4. Два коаксиальных цилиндра бесконечной длины
Так как поле не зависит ни от φ, ни от z, а лишь от ρ, то уравнение Лапласа (П.4.2) имеет лишь первое слагаемое
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(П.4.24)
Очевидно, что
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(П.4.25)
Произвольные постоянные находим из граничных условий,
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Тогда имеем систему уравнений
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Решая эту систему, находим
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Отсюда
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Тогда
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Поверхностные плотности зарядов на внешней поверхности внутреннего цилиндра и внутренней поверхности внешнего цилиндра соответственно равны
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На единицу длины цилиндра 
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 имеем погонную плотность заряда
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(П.4.26)
Тогда погонная емкость
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